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RESUMO

O grafico de estabilidade € um método empirico utilizado em mina subterranea para
dimensionamento de realces em lavra por subnivel. Dois parametros, o numero de
estabilidade N’ e o raio hidraulico HR sao usados no grafico de estabilidade para definir a
condicdo do realce, estavel ou instavel. O numero de estabilidade depende de
caracteristicas geomecéanicas do macigo rochoso e o raio hidraulico depende das dimensdes
do realce. Neste trabalho uma metodologia ndo paramétrica utilizando a técnica bootstrap &
desenvolvida para obtengdo da condi¢cdo do realce (estavel ou instavel). O procedimento
contribui para aumentar a objetividade do grafico de estabilidade. Além disso, ndo é
requerida nenhuma hipoétese acerca da forma da distribuicdo de probabilidade das variaveis.

Palavras chave: grafico de estabilidade; lavra por subnivel; bootstrap nao
paramétrico; distancia de Mahalanobis

ABSTRACT

The stability graph is an empirical method used in underground mining to design stopes in
sublevel mine design. Two parameters, the stability number N’ and the hydraulic radius HR
are used in the stability graph to define the stope status, stable or unstable. The stability
number is related to the geomechanical characteristics of the rock mass and the hydraulic
radius is related to stope span dimensions. In this research a non-parametric methodology
using bootstrap technique is developed to obtain the stability statuses of the stopes (stable
and unstable statuses). The procedure contributes to increase the objectivity of the stability
graph. Moreover it did not require any hypothesis about the shape of the probability
distribution of the variables.

Keywords: stability graph; sublevel stoping; non-parametric bootstrap; Mahalanobis
distance



INTRODUGAO

O grafico de estabilidade é uma ferramenta empirica largamente usada em todo o mundo
para checar a condi¢cao de estabilidade da superficie de um realce em lavra subterranea por
subnivel. Nesse grafico o numero de estabilidade N’ (relacionado as caracteristicas
geomecanicas do macigo rochoso) e o raio hidraulico HR (relacionado as dimensbes da
superficie do realce) séo plotados. Ele foi proposto inicialmente por [1] e posteriormente
modificado por [2], sendo uma ferramenta rapida para determinar a condi¢gao de estabilidade
(estavel ou instavel) de superficies de realces em lavra por subnivel. Para a constru¢ao do
grafico os autores coletaram muitos dados provenientes de lavras por subnivel em minas no
Canada e Australia. Novas superficies de realces em lavra por subnivel podem entdo ser
colocadas no grafico para determinacao de sua condicao de estabilidade.

A condigao de estabilidade é fundamental para definicao de regides estaveis e instaveis no
grafico de estabilidade. As grandes dimensdes dos realces em lavra subterranea por
subnivel podem causar grandes taxas de diluicdo do minério. Assim, a fronteira entre
regides estaveis e instaveis é decisiva para aplicagdo do grafico de estabilidade na pratica
de engenharia. [1] e [2] plotaram esta fronteira através de ajuste manual. Para diminuir a
subjetividade do grafico, outros autores, como [3], [4], [5], [6] e [7] aplicaram abordagens
estatisticas para definir esta fronteira.

Técnicas de analise discriminante podem ser usadas para delinear a fronteira entre regides
estaveis e instaveis no grafico de estabilidade. [5], [6] e [7] aplicaram essa técnica a grupos
de dados estaveis e instaveis, considerando que N’ e HR seguem distribuicdes normais.
Entretanto, dada a dificuldade da normalidade desses dados, uma abordagem n&o
paramétrica foi desenvolvida neste trabalho. A técnica bootstrap nao paramétrica foi
utilizada para gerar distribuicdes empiricas da distancia de Mahalanobis, usada para separar
grupos de dados estaveis e instaveis.

O GRAFICO DE ESTABILIDADE

O grafico de estabilidade foi proposto por [1] para dimensionamento de realces em mina
subterranea cuja extragdo do minério se da pelo método de lavra por subnivel. O banco de
dados consiste de 50 estudos de casos. [2] adicionou 125 casos aos dados originais,
calibrando os parametros utilizados para plotar o grafico. O numero de N’, na proposta de [2]
€ dado pela Equacéo 1.

N = 28xIxaxBxC (1)

]n a

Onde RQD é o indice de qualidade de rocha, J, é o indice para as familias de
descontinuidades, J, é o indice para a rugosidade das descontinuidades e J, € o indice para
a alteracdo das descontinuidades. Esses parametros definem o indice de qualidade
modificado Q’, obtido a partir do indice Q de qualidade de rocha proposto por [8].

A é o fator de tensdo, baseado na razdo da resisténcia a compressao uniaxial da rocha
intacta (o.) pela maxima tensado induzida (o4), agindo no centro da superficie do realce
considerada, Equacéo 2.

o./01 <2, A=01
2<o0,/0,<10, A=0.1125(d./0;) — 0.125 (2)
o./0; > 10, A=1

B ¢é o fator de orientagdo das descontinuidades, que leva em conta a influéncia das
descontinuidades nas faces dos realces. Varia entre 0,2 e 1 e pode ser determinado pela
diferenga entre a orientagdo da descontinuidade critica e a orientacdo da face do realce.



Quando a descontinuidade critica faz um angulo pequeno com a superficie do realce, uma
ponte de rocha intacta pode formar, agindo como uma viga, podendo se romper pelo efeito
do desmonte a fogo, tensdo ou mesmo outra descontinuidade. Sua influéncia € maior
quando a direcdo da descontinuidade é a mesma da superficie do realce e menor quando a
direcdo da descontinuidade € perpendicular a superficie do realce.

C é o fator que leva em conta os efeitos da gravidade. Considera o mecanismo de ruptura
por queda de blocos do teto do realce, variando entre 0,3 e 1. Este fator também considera
deslizamento de blocos das paredes dos realces e nesse caso varia de 2 a 8.

Os fatores A, B e C podem ser determinados graficamente como mostrado por [2].

O raio hidraulico HR é um fator de forma, calculado pela Equacao 3.

Area da secio transversal da superficie do realce
HR = : pery (3)

Perimetro da superficie do realce

[1] e [2] definiram trés regides no grafico de estabilidade: estavel, potencialmente instavel e
instavel (Figura 1). A zona acima das curvas na Figura 1 é a regido estavel e a regiao
instavel é a zona abaixo das curvas. Uma zona de transicdo entre essas duas regides é
definida como a regido potencialmente instavel.

[9] usou os limites propostos por [2] para plotar estudos de casos de minas brasileiras
(Figura 1). Os estados de estabilidade foram utilizados para classificar os realces na Figura
1. Fica evidente da observagdo da Figura 1 que os limites propostos por [2] n&o
representam adequadamente os casos de minas brasileiras plotados no grafico. O numero
de pontos plotado na Figura 1 é pequeno e o ambiente geomecanico utilizado na construgao
do grafico é bastante diferente daquele presente nas minas brasileiras; o que nao permite
uma analise conclusiva.

Grafico de Estabilidade - Limites de Estabilidade proposto
por Potvin et.al. (1988)
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Figura 1 Grafico de estabilidade proposto por [2] com pontos plotados de estudos de casos
de minas brasileiras [9].



Propostas para tragado da zona de transicao do grafico de estabilidade

A transicao entre as regides instavel e estavel na Figura 1 é um fator fundamental na
construcao do grafico de estabilidade. [1] e [2] tragcaram esses limites pelo seu ajuste a
grupos de dados provenientes de minas canadenses e australianas. Apesar do grande
numero de casos estudados por estes autores, o ajuste das curvas foi essencialmente um
processo de tentativa e erro.

Para diminuir a subjetividade do grafico de estabilidade [6] aplicam a analise discriminante
para definicdo dos grupos estaveis e instaveis. Os autores assumem a distribuicao normal
bivariada para N’ e HR de modo a definir os grupos de estados de estabilidade (Figura 2).
Eles fazem cortes nessa distribuicdo para gerar intervalos de confiancga elipticos centrados
nas médias, para dados valores de probabilidade, como mostra a Figura 2.
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Figura 2 Distribuicao normal bivariada, mostrando uma elipse de confianga para uma dada
probabilidade, centrada nas médias da distribuicao.

Apesar da ideia interessante apresentada por [6] a hipotese de normalidade de N’ e HR para
0s grupos estaveis e instaveis € muito discutivel. Esses dados raramente seguem uma
distribuicdo normal, o que prejudica a aplicacdo do método proposto por [6] na pratica de
engenharia.

[3] utilizou técnicas de regressao logistica para definicdo das regides de estabilidade do
grafico, o que permitiu o calculo de probabilidades para os grupos. Entretanto, novamente
as hipéteses de normalidade de N’ e HR foram assumidas para calculo dos coeficientes da
regressao.

A fim de evitar a hipoétese de normalidade para a distribuicdo de N’ e HR uma abordagem
nao paramétrica foi proposta neste trabalho para definir os grupos estaveis e instaveis no
grafico de estabilidade.

METODOLOGIA
Banco de dados
O banco de dados utilizado é parte daquele apresentado em [10]. E composto de 50

superficies de realces em lavra por subnivel em mina localizada no estado de Minas Gerais.
O grupo estavel possui 34 elementos e o grupo instavel 16.



Na Tabela 1 os elementos do banco de dados sdo mostrados, com os valores de N’ e HR.

Tabela 1: Banco de dados utilizado [11].

Conjunto dos Realces

Grupo Estavel Grupo Instavel
N’ HR N’ HR
0,88 2,37 1,04 11,37
3,18 3,23 2,21 7,61
3,18 3,45 7,04 8,31
1,25 2,69 7,04 7,80
1,25 2,64 2,35 7,62
1,41 3,00 7,04 10,56
1,41 4,57 7,04 15,09
1,41 4,85 1,25 3,19
7,04 8,65 2,57 7,82
0,42 2,68 7,04 7,64
1,25 2,95 0,98 10,53
2,65 3,58 1,22 9,13
7,04 8,92 0,96 10,30
1,25 2,48 1,28 15,07
1,41 2,29 1,08 11,18
1,41 1,78 7,04 11,29
1,13 6,98
0,97 2,29
1,41 2,77
1,41 2,96
7,04 8,05
1,25 2,77
1,41 3,33
1,41 3,57
1,41 7,96
7,04 8,05
1,25 2,65
1,20 2,09
1,41 2,27
0,83 2,64
1,41 5,70
1,41 2,71
1,41 2,07
1,41 3,59




Bootstrap ndao paramétrico

[11] discorre que quando uma amostra é pequena e ndo se conhece a distribuicdo
estatistica da populagao pode-se utilizar a metodologia bootstrap para inferir a distribuicao
amostral empirica partindo da prépria amostra.

O método considera a amostra sendo a proépria populagido e partindo dela sao realizadas
sucessivas reamostragens aleatérias na amostra original coletando multiplas amostras de
mesmo tamanho da amostra original. Cada individuo de cada amostra é coletado
aletoriamente e reposto antes de se retirar o préximo. Ao fim de cada processo temos uma
amostra com mesmo tamanho da amostra original, mas ndo necessariamente com o0s
mesmos valores. Esse ciclo foi repetido 10.000 vezes, de modo a se obter dados suficientes
para calcular a distribuicdo amostral empirica da variavel ou de algum parametro estatistico
da amostra.

Para cada uma das 10.000 amostras o vetor de médias, a matriz de covariancias e as
distancias de Mahalanobis (Equagéao 4) foram determinados.

(x — )= (x — py) = d*(x, ) i=1.2 4)
onde:

d?(x,u;) é a distancia de Mahalanobis

_ M1 . -
M= [Hz] € o vetor de médias de x;e X»,

011 ** O12
: : ] € a matriz de covariancias de x; e x», assumindo homocedasticidade.
021 - O22

z:

Importante pontuar que os grupos de N’ e HR ndo apresentaram normalidade, dai a
importancia da aplicacdo do bootstrap ndo paramétrico.

Deste modo foi construida a distribuicdo empirica das distancias de Mahalanobis para cada
grupo, Equagao 5. Tomando um nivel de significancia a podemos obter o percentil (1-a) %
para cada uma das 10.000 amostras bootstrap. A média desses 10.000 percentis sera o
valor que definira no grafico de estabilidade a elipse de confianga para cada grupo, que sera
utilizada como o limite dos individuos pertencentes a esse grupo.

(x — Z)TS‘l(x - Z) < distribuigdo bootstrap (5)
onde:

X; é a média amostral
S~1 é a covariancia amostral

A metodologia utilizada é mostrada na Figura 3, para o grupo instavel. O mesmo
procedimento foi aplicado ao grupo estavel.

A metodologia proposta foi implementada utilizando-se o software R [13], cujo script foi
desenvolvido por Tiago Pereira Martins e se encontra disponivel em [11].
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Figura 3: Representagéo do algoritmo usado para obtenc¢ao das distribuicdes das distancias
de Mahalanobis.

As elipses de confianga bootstrap representam no grafico de estabilidade a percentagem de
elementos cujas distancias até o vetor de médias sdo menores ou iguais aos semieixos da
elipse. A partir disso podemos delimitar uma fronteira para cada grupo no grafico de



estabilidade e tomar a intersecdo entre as elipses de confianga bootstrap como sendo o
limite entre esses grupos no plano do grafico.

Aplicando a metodologia para diferentes niveis de significancia € possivel encontrar a elipse
de confianga bootstrap que apresente sobreposicdo de dados aceitavel entre os grupos e a
partir dela tragcar uma reta que seja o limite entre os grupos no grafico de estabilidade.

DISCUSSAO DE RESULTADOS

As elipses de confianga geradas neste trabalho corresponderam aos percentis 95%, 90%,
85% e 80%. Para os percentis 95% e 90% a sobreposi¢cao dos estados de estabilidade foi
muito grande. Assim, mesmo representando maiores niveis de confianga tiveram que ser
desconsiderados.

As Figuras 4 e 5 mostram as elipses de confianga para os percentis 85% e 80%,

respectivamente. Foi adotada a elipse para o percentil 80%, que apresentou a melhor
separacao.
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Figura 4: Elipses de confianga para o percentil 85%: elipse preta (grupo estavel), elipse
vermelha (grupo instavel).
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Figura 5: Elipses de confianga para o percentil 80%: elipse preta (grupo estavel), elipse
vermelha (grupo instavel).



Da Equacao 5, foram desenvolvidas as equacdes das elipses de confianga bootstrap para um
percentil de 80% para os grupos estavel e instavel respectivamente. Os resultados séo
mostrados nas Equacdes 6 e 7.

0,53RH2 — 2,25HR — 0,90HRN’ + 0,66N'* + 0,75N' = —0,77 (6)

0,11HR? — 2,05HR — 0,02HRN’ + 0,13N'*> — 0,74N' = —8,58 (7)

A partir das Equacdes 6 e 7, foram obtidos os pontos de intersecc¢do entre as elipses de confianga
bootstrap e tracada a reta que sera o limite entre os estados de estabilidade no grafico de
estabilidade, dada pela Equacao 8.

N’ = —15,93HR + 85,57 (8)

A Figura 6 mostra o grafico de estabilidade definido pelas elipses (Equagbes 6 e 7) com a reta
limite, intersecgao entre as elipses, dada pela Equagao 8.
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Figura 6: Elipses de confianca com reta limite dos estados de estabilidade.

Como forma de comparar o limite bootstrap com o limite proposto por [2], a Equacdo 8 foi
inserida no grafico de estabilidade modificado de [2] juntamente com as 50 superficies de
realces utilizados no trabalho, ver Figura 7. O eixo das ordenadas do grafico de estabilidade
com limites propostos por [2] esta na escala logaritmica razao pela qual a reta da Equacao 8
se apresenta como uma curva.

O limite desenvolvido a partir da metodologia proposta nesse estudo apresenta uma regiao
de estabilidade bem menor em relagcao ao limite proposto por [2]. Se observarmos a Figura
1, onde todos os dados das minas brasileiras foram plotados, essa regiao de instabilidade
que nao se conforma aos limites estabelecidos por [2], como comentado anteriormente.



Grafico de Estabilidade - Limites de Potvin et.al (1988) e Limite Bootstrap
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Figura 7: Grafico de Estabilidade com limite de [2] e Limite Bootstrap.

Alguns dados de minas brasileiras ndo incluidos na andlise feita neste trabalho e
apresentados na Figura 1 mostram que superficies de realces instaveis e potencialmente
instaveis seriam plotadas na regido de instabilidade da Figura 7, que para [2] seriam
classificadas como estaveis. Tais dados apresentam N’ maiores que 10 e HR maiores que 5.
Isso mostra que a metodologia proposta fornece resultados mais coerentes para os realces
brasileiros.

Ao aumentar a quantidade de informacao da area em estudo e consequentemente o banco
de dados é de se esperar que o limite bootstrap passe a refletir a realidade das condigdes
de estabilidade de uma maneira mais rigorosa.

Novos realces podem ser introduzidos no grafico da Figura 7, permitindo seu
dimensionamento ou determinacgdo do estado de estabilidade.

CONCLUSAO

A metodologia bootstrap n&o-paramétrico permite a construcao de elipses de confianca
baseadas nas distancias de Mahalanobis independentemente do conhecimento da
distribuicdo das variaveis N’ e HR. No caso de as varidveis serem normais a distribuicdo
bootstrap das distancias de Mahalanobis sera a quiquadrado; ja o bootstrap ndo paramétrico
produz uma distribuicdo empirica dessas distancias. O emprego da metodologia bootstrap
aumenta a objetividade na obtengdo do grafico de estabilidade, além de permitir a
determinacgao de intervalos de confianga para as regides desse grafico.

Para se obter uma separagéo otimizada para o banco de dados do grafico de estabilidade
brasileiro modificado de Potvin € necessario aumentar a quantidade de dados e aplicar a
metodologia bootstrap de maneira a reduzir a sobreposi¢do observada quando se utiliza
niveis de confianca elevados. O aumento de dados pode melhorar a correlagdo entre as
variaveis do estado instavel e produzir um limite bootstrap que expresse uma situagdo mais
préoxima da realidade.

Um grafico de estabilidade geral pode ser obtido se a metodologia apresentada neste
trabalho for aplicada a um banco de dados proveniente de ambientes geomecénicos
variados e realces de diferentes geometrias porque os métodos estatisticos multivariados
fornecem melhores resultados quando ha grande variabilidade nos dados de entrada.
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